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AVVERTIMENTO 



L'analisi infinitesimale è r il mezzo più idoneo a 
dimostrare la teorica deirattr^>;ione deìle sfere; non di 
meno con la geometria eLu^ntare.si perviene agli 
stessi risultati, come lo ha provato T illustre Newton ' 
nel suo aureo libro dei Principii. 

Nelle m. Lezioni elementari di Meccanica^ ho espo- 
sta questa teorica di Newton, cosi per la sua eleganza, 
come pel vincolo intimo ch'essa ha con la gravitazione 
e le leggi di Keplero. Ma e^.^ndomi prefisso in quelle 
Lezioni, per le ragioni che i sono dichiarate, di dimo- 
strare tutti i principii delia Meccanica con l'analisi 
elementare algebrica, ho pejisato di valermi di questo 
mezzo in una; seconda esposizione del presente sub- 
^^^bieitQj la quale, sembrandomi rigorosa e utile ad un 
tempo ai giovìsmi, che si dingoAo alle scienze esatte, 
ofiro come Aota alle medesime. 
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Il Lettore vedrà emergere qui facilmente da un' unica 
formula generale, le conclusioni clic spellano a tutte le 
posizioni relative del punto attratto; se non che mi sono 
stati indispensabili degli artifizii di calcolo e varie 
costiiizioni geometriche, onde evitare le integrazioni, 
che trascendono gì' insegnamenti matematici dei nostri 
Regii Licei, pei quali, in ispeciale maniera, il mio 
libro é destinato. 

Di Pisa Aprile 1866. 



A. VOBXI. 
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TEORICA 
DELL' ATTRAZIONS DfiLLK SVfiKE 



Proponiamoci di calcolare Tatinudone di una sféra su di 

nn punto esterno (Flg, 1). Per la nota legge di Newton, fra 
Ogni molecola della sfera ed il ponto esterno si esercita un'at- 
trazione in ragione diretta del prodottò delle masse ed inTerso 
al quadrato della loro distanza reciproca. Se tutti i punti 
della sfera fossero ugualmente distanti dal punto esterno 
attratto, l'attrazione totale sarebbe ugnale al prodotto della 
massa del punto attratto per la massa della sfera, diviso pel 
quadrato della comune distanza. Ma le molecole della sfera 
trovandosi a diverse distanze dal punto attratto, alcune V at- 
trarranno di più, altre di meno, sì che la risultante di tutto 
queste azioni non si può scorgere a priori. Si tratta di avere 
r espressione di questa risultante. 

. Chiamiamo f« la massa del punto fisico esterno P; Am quella 
di una molecola della sfora attraente; r la loro distanza scam- 
bÌQyole. La forza di attrazione fra queste due masse, sarà, per 
la legge rammentsrta di Newijg^y, espressa da 
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avendo indicato con g Tattrazione di due masse unitarie, con- 
centrate in due punti posti alla distanza reciproca mo. Ho 
applicato il segno —, per indicare che Tattraisione tende a fere 
diminuire la distanza scambievole dei due punti. La somma 
delle espressioni (a), estesa a tutti gli elementi della sfera, 
ci darà Tespressione dell* attrazione di tutta la sfera sul pun- 
to P. 

Uno degli artifizii essenziali nel prendere queste somme, le 
quali nel calcolo sublime diconsi wtegroM, sta nella scelta del 
modo di dividere le linee, le superficie o i voluini nei loro ele- 
menti infinitesimi. Una scelta giudiziosa dell'elemento può far 
pervenire a siffatto genere di somme con processi ciliari e 
pronti. L'elemento stesso preso sotto forma diversa, rende- 
rebbe invece queste s<Miime complicate, prolisse e di oscura 
percezione. Ecco il modo che mi è sembrato migliore per 
• ottenere Telemento della sfera. 

Immaginiamo divisa la sfera AmB in tanti strati sferici 
concentrici sottilissimi. H punto P sia il vertice di un numm 
indefinito di coni circolari retti tutti aventi per asse la retta 
PO, che congiunge il punto P col centro 0 della sfera. H primo 
di questi coni si confonde eoll^asse; e l'ultimo, che è il più ampio, 
risulta tangente alia sfera Ao 13. Immaginiamo altresì il piauo 
del circolo generatore A» B in tutte le sue sucdessive posiziopi 
infinitamente vicine tra loro. Questi piani intersecando gli 
strati sottilissimi conici, somministrano tante specie di pira- 
midi quadraugolaii P ¥' Qì' D", i cui quattro angoli al ver- 
tice P saranno infinitesimi. Un piano WWQ' perpendicolare 
all'asse, condotto per un suo punto qualunque C, taglierà cia- 
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Senna piramide secondo nn quadrilatero Wy&*jy* composto 

di due lati rettilinei E" D", F ' G" concorrenti in C e di due 
archi circolari simili E', D". La {Fig. 2) mostra le in- 
tersezioni delle snperficie coniche e dei piani meridiani sopra 
il piano E" F" Q>' e quindi le basi di tutte lo piramidi. 

Per fissare le idee, consideriamo la piramide P E'' Q/' D"; 
essa andrà a segare lo strato sferico À' A'' secondo i due ele- 
menti GN, G'N'. L'uno e Taltro di questi elementi, sarà 
quello che è rappresentato da nella formula (a). 

3. 

Per ritrovare Tespresaone analitica degP indicati elementi, 

preudiamo per origine delle coordinate il punto P ; per 
asse delle la PC; poniamo PQ=a ed iixiaggio OA della 
sfera T^sft-." 

L'equazione della superficie sferica ABC sarà, per questa 
disposizione, 

ih) (4j-a)*-H^*-+-jBf'=B« • 
Questa equazione apparterrà e^aialmente a qualunque 
degli strati sferici concentrici, in cui abbiamo supposta suddi- 
visa la sfera; con che però ad B si sostituiscano i raggi h 
corrispondenti; talché le potrà variare da 

k=Si sino a k^=Si . 
L* involto A' B' D' avrà dunque per equazione 

(1) (^x-a)''-{-y'-\~z':=^l^ . 

Una delle costole PD' della piramide indicata, farà gli 
ìh^Coli a ^ |5fjj coi tre assi ortogonali Po? , , Pjt ; rappresen- 
tando con p una porzione PD della PD" e chiamando X , Y, Z 
le coordinate del punto D, T equazioni della PD" saranno 

(2) -l-=^,=.^=p . 
cos « cos p COS '/ 
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È eTidente che pél punto d'intersezione della Fiy con la 

superficie (1), le coordinate saranno comuni, onde se stabilire- 
mo che ' 

; ; Z=0 , 

avremo espresso in analisi che p rappresenta la distanza da P 
del punto d'intersezione di PD" con la superficie sferica A'D B'. 
Con ciò le (2) diverranno 

(2') -^=^^-^^=^-±- = 1, . 
cosa cos/3 COS7 

Eliminando ora Xj^^e tra (1) e le (2'), avremo 

(3) 0'— 2ap cosa-ha'— fc* = 0 , 

equazione del 2.'' grado in p , che ci dà la distanza dal punto 

F dei due punti D e D' d'intersezione di FD^ con la superficie 

A' DB'. 

Bisolvendo la (3), ricaviamo 

= PD = a cos a — Vh^—a^ sen* a 



>•)[ 



(Ti . 

PD —a(io^oL-r-y k^—a^ sen* a 

Ora damo al caso di esprimere fitcilmente V elemento GN, 

ovvero G'N', in fimzione delle quantità che abbiamo intro- 
dotto in calcolo. ' 



4. 



Immaginiamo dal punto come centro, descritta una 

sfera con un rafjOTO PS' ucniale all'unità. Denominiamo 
Telemento mninn della superficie di questa sfera, intercettato 
dalla piramide PG^'D^E^F^; indi immaginiamo dna superficie 
sferiche concentriche ad essa passanti rispettivamente, per D 
e D'. L' elemento della superficie sferica PD intercetto dalla 
piramide, sarà espresso da pi'Aa e queUo dell'altra PD' da 
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Ora r involucro sfèrico avendo nna grossezza infinita- 
mente picoola, ci è lecito di riguardare i dne elementi GN , , 
G'N' come due prismi obliqui, lo spigolo del primo easando 
DM=-^Àpi e quello del secondo, D M'=Àp,. U segno 
apposto al À , risolta dalla convenzione clie l' accrescimento 
à p del raggio va preso col segno negativo quando è diretto 
nel verso del suo decrescere, cioè dalla superficie esterna alla 
intema: e pasiHw> quando procede in verso contrario. I volu- 
mi dei prismi obliqui, potendosi valutare col prodotto della 
projezione della loro base su di un piano perpendicolare allo 
spigolo, per la lunghezza di questo spìgolo, avremo 

voi GN= — Pj*As Ap, ; volG'N'=:p/As . 
Moltiplicando questi volumi per la densità ^ dello strato sfe- 
rìoo, si avranno le masse dei due elementi espresse così 

e qu<»tÌJMMranno i valori che dovremo sottitaìve a àm nella , 
equazione (a); se non che in luogo di r dovremo porre 

PD =pi pel primo elemento e 
PD'r=p, pel secondo. 
Con ciò le attrazioni rispettive Aj ed A, di questi due 
elementi sul punto F saranno espresse da 

Per avere i valori di e Ap,, osservo ohe ponendo por 

un istante 

acosa = M ; V'A;* — a* sen*a=:N , 

le (3 ) divengono 

Dando a A un acoreseìmento ineeolo A la N diverrà ; 
o quindi p diverrà p-+- Ap ; onde la (3") prenderà la forma 

p-hAp5=M±(N-hAN) 5 
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4 

da cui e dalla (S*^ , 

(c) A/>=±aN . 

D' altronde 

(N-h aN)' = (Jc-hiiky — a* sen* « ; 
STÌlappaudo, riducendo e notando che A^^ e quindi A si pos- 
sono trasooraiB come quantità piccoHsBime rispetto a AJb e aN, 
avremo 

2NAN = 2A;Aik ; 

da coi 

che sostituito in (c), darà 



e quindi, per V osservanone precedente, 

h k 

e pennò 

h • k 

A^^-^gitS—^kàa ; A,=— ^rft^ — A*A« 

« 

e ponendo per semplicità 

k k 
A.=zC^ — ^kàs ; A, = C<J — A&As . 
a . a 

Per esprimere l'elemento As, immaginiamo che la retta 

VB" i&ccìa, un angolo 6 con Tasse delle x e che la sua proje- 

zione snl piano faccia nn* angolo u con Tasse della Per 

semplicità colloco la retta PD" sul piano ex , così cho la sua 

projexione su eì/, coinciderà con l'asse PZ. L'altro spigolo PGr" 

della piramide fiurà, per la costmzioiie stabilita, lo stesso 
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angolo G con Tasse delle e la sua prqjezione su zy farà un 
angoletto infinitesimo A co con Tasso delle z . 

La sfera PS' essendo descrìtta con rai^o unitarìOi avre- 
mo 

e siccome Tarclietto infinitesimo mn' è simile ad SS' ed ha 
per raggio 

m'|» = senO , 

avremo 

=Àw.seiLd ; 

e poiché l'archetto mifi^=:A6, avremo per valore dell'ele- 
mento fiimW = À5, Tespressione seguente 



As=scn6 . Au.AO , 

e quindi 

^, sen6.A0.Aw . ^ senO.A8.Aw • 
A- = C^A;AA;-^-^= ■ ; A,=C(?A?AA; == ; 

N SS 

dal ohe si vede che lo due attraziom sono eguali, e che la 
minore estensione dell'elemento GN rispetto a quella dell'al- 
tro Qì f viene compensata dalla eoa maggiore vidnaiiza 
al pnnto attratto P . 



5. 



Decomponiamo ora le attrazioni di ciascuno dei due ele- 
menti secondo i tre assi P«» P^ , Pjer ; siccome questi elementi 
sono infinitesimi, si può anmiettere che le-loro forze sul ponto 
P facciano con gli assi gli stessi angoli « 9 P » 7 > che fa con 
questi lo spigolo PD". 

Ciò posto, le componenti dell'attrazione del primo elemen- 
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cosa sen6 AOAu 



COSp senG AG Aea 



cosysenO AOAi» 



N 



N 



e per l' altro elemento, 8i ayranno tre espressioni identiche a 
queste. 

Immagimamo il cono che ha P per vertice, per asse Vx e 
che involge tangenzialmente la superficie sferica A'D'B' ; il 
cerchio CT di contatto dividerà questo involucro in due cal- 
lottc; una minore nella parte più vicina al punto P, l'altra 
maggiore nella parte opposta* La prima contiene tutti gli 
elMnentiGN; la seconda tutti gli altri G'N'. Per avere le 
tre componenti dell' attrazione della cappa minore sul pun- 
to, basterà prendere la somma delle (4) per tutti i valori 
di fl», da 0 a 2ir e per tutti i valori di 0, da 0=0 a 9=^ , 
dove f è Vangelo che la generatrice PT di contatto fa con 
l'asse Fx . Infatti quando tengo fermo T « e prendo le somme 
delle (4) per tutti i valori di 6 da 0 a 7, vengo ad ottenere le 
azioni di tutte le molecole dell'arco fisico A' T; quando poi do 
ad w tutti i valori da 0 a 2 tt e sommo, vengo ad ottenere la 
somma delle attrazioni di tutti gV infiniti archi A T, che com- 
pongono la cappa minore . 

n valore di f si ottiene facilmente, osservando che per esso 
corriq^de f^^=p^^ ossia T annichilamento del radicale dei 
valofi (3') , e quindi 



Jc' — sen* y = 0 



da cui 



(<0 



le 



seuf = — 
a 
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tenendo conto soltanto del yalore positivo di sen ^ , poiché 
quando il punto è estemo, l' angolo f non può superare ISO**. 

Giova nel nostro caso di esprìmere cosa , cos^ > cosy, in 
funzione di 0 e di «i. Considerando perdò il triangolo sferico 
ABD {Fig, si ha dalla trigonometria 

cosBD=cosAD cosAB + ^eiiADsenAB cosDAB ; 

e poiché nel nostro caso 

B'D = /3 ; Ab = e ; AB = ; DAB=« , 

essa si riduce alla seguente: 

008 J3=z: seno cosa» • 
dosi pure dal triangolo sferico AED , si ha 

008 éb==eo8ÌJlco8£b + senili SOI ABcosDAE . 

^' 

Per noi 

fb=y ; DA=«=e ; ^ = ^ ; DAB=:|: « ; 

onde 

co87=8en6co8 ^-^ «i^ = senO sen*» ; 

qnindi le tre componenti (4) si ridurranno 

coso send àB ^oi 



dk^k 



N 

sen*Gcos&> Ad 

N ' 

N • 



Diaotando eon Z, Y, Z, letracompoiieididdl'attnóoiie 



« 
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risultante di tutta la prima cappa sul punto P, U avrà 

x=^mMi y ^ X A« ; 

0=0 01^0 



6=^, fii=:t:r 



0 . 6*=0 



Eseguiamo le somme risp|tto ad u ; 
È i^hiaro che 



S A«i = 2ir 



iir 



Per avere il valore di ^ cos»Aw , osservo che 

ft»=0 

8en(u4-A«»)=:Beil<i»COBA6> + SenAoi>COSa> , 

0» stante la piccolezza di Au, si può porre 

cosAa> = l ; senAtosA» ; 

onde 

8eil(tt4-Aai):=:ae]ltt + Ai»008tt 9 

da cui 

sen(M4-A«i) — s6Utt=Au cosw ; 



Digitized by Google 



per CUI 
quindi 
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^ coswA»= ^ A seni 



U=0 tt=0 



Ora, come ò evidente dalla {Fig, 4), gli anmenM snccessiTi 

del sen co al crescere di w , ossia i A sen w , sono i segmenti 
M'O' , M"0" , M'"0'"ee., sichesiha 



2 A8en«=M""C . 



Por la stessa ragione 



s 



2 Asen«=M""C ; ^ AsenttsmG 5 ^ Asentt=mG ; 

«=-j^ «4=jr "=i^ 

talché, notando che 

mC=-M""C , 

avremo 



2 Asen«=:M«*0-hM"*0-M'"'0-M"''0=Q. 

e quindi 



2 COSmAmsO • 
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Parìmente abbiamo 

cos (a> + A fc») = cos oi C08 Att — sen w sen A w 
= coB A» A u sen A> 

onde 

COS(w-f-Aa)) — C03&>= — Aw senw ; 

Ossian 

AoosM = — AttSen» ; 

quindi 

2 senw.Aw = 2 ^cos&) ; 
e per un ragionamento affatto simile al precedente si vede che 



2 Aco8«i=- AC-hBC-BC-hAC=0 



per cm 



^ 86nMA«»=:0 ; 



onde le tre oomponenti diverranno 

2 sen 0 cos 6 A 0 

(5) 

Y=0 , 

le due componenti perpendicolari all'asse Fxy che congiimge 
il punto attratto col eentro dello strato s&rico, sono dunque 
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nulle, ciò che altronde poteva vedersi a priori; poiché, tatto 

essendo simmetrico intorno a questo asse, le componenti da 
nn lato devono distmggere quelle del lato oppostOé 

Per avere il valore del ^ contenuto nel valore di 

6=0 fini 

conviene osservare che 

i^'-a sen' 6)'= i A"* a*sen«6 — i A?"» aW e-ec- 

i 

\js?—a* sen» (O-hAe) | *— ^ r Vsen' (O-j-Ae)-ir *aW(eH-Ae)-ec, 

j A;"* a*(sen9-f-Ae costì)' 
— ? A;"*a*(sene-hAe cose)*— ec. 
= A;— ^ *'*a'(sen'e+28enecose AO) 



— ^a*(3en*©-4-43en-'0cos6Ae)— ec, , 

avendo trascurate le potenze di A 6 superiori alla lineare. 
^ Sottraendo la prima equazione dalla seconda, avremo 

A(A:'— a'sen-e)'=± — ifc~*a*8enecose Ad— ^ A'^a* sen^tìcosOAe— ec. 

= — a' sen e cos e A e (* " * -f- ì * " =^ a' sen' 0 -f - ec.) 

1 

= — a- senècosO A6 — — 



-e di qui 

1 • sene cose A e 
— -rv A (A;' — a'son*0) • := ; 

« V^««-fl*sen»e 



Digitized by Google 



^ 18 - , 

6 pxendendo le sommey A tiOTa 

2 Bene cose à6 1 y w - , — ™ 

0=0 0=:O 

Dl^alore del ^ del secondo mQmhvo ci viene dato da una 

semplice costruzione geometrica. Nel circolo di raggio A' G=h 
(Fig. S)f si tkìno: il raggio OD al punto D di sua interse- 
zione con lo spigolo PIV; la perpendicolare ()0 a questo spi- 
golo e il raggio CT al punto T di contatto di PT; avremo 

Dal triangolo rettangolo POO si ha 

00 = P08ene«=:«éend 

X 

onde \ 

DO = l^*'— ofsen^e , 
oiò che dà ^ 

Ora siccome quando 6~0, si ha DO=ifc, e che al crescere di ©, 
esso decresce sino al punto che ner diviene nullo; que- 

sto ci dice che ^ àDO ò tale quantità ch^ annichila ft; in 

e=:o 

altri tenninii che essa è uguale a — jb» dunque ' 



e— y e=y 



^ àBOs: 2 AV'W-a^sen*©^— * , 



6=0 0=0 * 
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4 quindi 



2 



A;"— arseli* e 

sQBtituendo .qnésto valore in (5), avremo ^ 
(6) X = QS2n'^ , y=0 , Z=0 • 

s 

Si vedrà facilmente che applicando al calcolo delle com- 
ponenti dell'attrazióne di ciascun ponto dell' altro segmento 
dell' involucro sferico, le formule (4), esse devono condurre agli 
stessi valori (G) di X , Y , Z , poiché le formule sono le stesse 

ed i linùti dei ^ sono pure gli stessi. 

Abbiamo dunque questo teorema : che dividmdo VinvO' 
lucro sferico in due callotte, per mezzo del circolo di contatto 
di un cono tangente, at^enis per v€rUce U punto attraUo, esse 
esercitaìio eguale attrazione sul punto; la minore estensione deU 
Vuna, venendo compemaia dalla sua minore distanza da esso» 
Per avere l^attrazione totale dell'intiero involucro^ dovre- 
mo dunque doppiare i risultati (6), si che avremo: 

(6' Xi=0«y47r A^Aft i Y=0 ; Z=0 . 

a 

• Dalla geometria elementare sappiamo che Ank* rappre- 
senta la superficie sferica, che ha per raggio ossia la 
superficie dell'involucro A'E'B'T'; Me denota la sua gros- 
sezza minima A' A", e quindi ^^itk^^kf la sua massa. La 
oom))o&6nte X| essendo dunque proporzionale a questa massa 
divisa per a* , cioè pel quadrato della distanza del centro 

8 
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dell* involucro dal punto attratto, ci dimostra che VaUrtp' 

ziom ilcW involucro è tale, carne se tutta la &ia ma^ssa fosse 



raceoUa nd centro 0* 

0. 



Le formule (4) che abbiamo impiegate per V attrazione di 
uno strato sierico sopra un punto esterno, sono egualmen|te 
applicabili ad un punto sulla superficie della medesima e -ad 
un punto intemo. La sola difForenza sta nei limi^ entrò, i 

quali debbono estendersi i ^ rispetto a 0 , i quali sono 

necessariamente differenti nei tre casi. 

Così: se il punto P fosso sulla superficie stessa dell' involu- 
'*cro, (ÌT^. 6)^ Tangolo e varierà da ©=0 a 6=90% ciò cho 
risum pure dalla formula («; poiché quando a=1tt silia 



8eny=l /ossia^ y=:^ . •* . 

Il processo segpiito per avere il valore di 



6=^ 

sèn 0 cos 0 À 0 



0=9 

si ripeterà anche iii questo caso e ci darà ugualmente — ^ 
Quindi 

Xz:=C2r(^--,-A^ , Y=0 , Z:=^0 ; 

. a 

so non che non si dovrà più raddoppiare il valore di X« poi- 
ché nel caso attuale T involucro ò unico. 
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Se il punto fo^sc interno {Tiq* 7), * i limiti di 8 sarebbero 
© ^ 0 e 6 - TT ; poiché ora il cono cho ha il vertice nel punto 
attratto P, mtersecherebbe sempre la saperfide sferica» pas- 
sando successivamente per tutte le aperture, incominciando 
dall'essere nulla da una parte, e finendo dall'essere nulla dalla 
parte opposta.* In questo caso, come nei precedenti,. ^ 

D0 = 1^*«-a^sen*e , 

e questo DO, che per 0=^=0, ha per yalore CB' = à;; per 
0=ir, ha pure per valore OA'=X;; sicché 

0:^7r • • • • 

ossia 



> AK*«-à»sen»©= > =0 



6=0 * 6=0 

Sostituendo questo valore nelle (5), si ha 

X = 0 ; Y=:0 ; Z = 0 ; 

« 

cioè 2a risuitoft^ d^' aJUo'aswm $U'imokicro sferko sopra 

un punto intemot è fiuUa. 

Se indichiamo con m la massa deir iutiero involucro sfe- 
rico, avremo 

dunque: l.*" nel caso, del punto esterno, 

X=C , ; 
a 

2.^ nel caso del punto situato sulla supcificie stessa delF in- 

volucro, * 
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3.^ nel caso del ponto interno» 

X=0 ; 

le componenti delle attrazioni nelio altre due direzioni PY 
e FZ, essendo sempre nulle. 

MeoUom La oonclnsione del terzo oaso era &cile a preve- 
dersi a priori dopo il teorema dimostrato al §. 4, cioè che le 
attrazioni dei due elementi corrispondenti GN e G'N' sul ponto 
P, sono eguali, e riflettendo inoltre che nel caso attuale le at- 
ti*azioni di questi due elementi non sono più cospiranti, ma 
dirette in verso contrario. 

^ • 

Ora riesce agevole pasnure dall'attrazione di uno strato 

sferico a quella di tutta la massa sferica. Le formule che ci 
debbono servire sono le (6') , avendo cura di prendere la 
somma di Vàh pei valori di k oorrispendenti a tutti gli 
strati sferici, che hanno azione sul punto P. 
Distingueremo perciò tre casi. 

1. * Oaso. Punto Eterno. 

I limiti di A; saranno k^O e h — ìl, poiché tutti gl'in- 
finiti strati concentrici della sfera di raggio AC=B hanno 
azione sul punto P; onde le (6') diverranno 

(7) X=0^^^^k'Mc ; 1=0 ; Z = 0 , 

2. ^ Caso. Funio auUa superficie della sfera. 

Sia F il punto attratto {Fig. 1). Anehe qui i limiti di "k 



\ 
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saranno gli stessi che nel 1.^ caso; se non che a=E; onde 

(8) X=C(r^ 2 5 5 2=0 . 

8.* Gaso. JPiiftfo iniemo. 
8ia P" il punto interao (Fig, 1) . Immaginiamo condotta 
una superficie sferica pel punto F' concentrica alla data AG; 
la risaltante delle attrazioni di tatti gli strati, che compon- 
gono la cappa sferica compresa dalle superficie AG e P"C, 
sul ponto ò nulla. Non resta ad agire su F' che la sfera 
di raggio GP=B\ I limiti di k saranno dunque ik=0 e 
jfc=R' ; onde ' ^ 

(9) X;=0*^2!*'** 5 5 2=0 : " 

Giò premesso, immaginiamo un triangolo ABG rettangolo 

in B {Fig, 8) ed avente i cateti 

AB=BC=B . 

Prendiamo GB"=A; ; e rappr||entando con A Jb un accre- 
scimento infinitesimo di k, prendiamo B^W—B1Ì'-=:,»^tik; 

indi eleviamo le perpendicolari h"'A'" ; B"A" ; B'A'; ... a BC 
sino ad imsontrare AG nei punti A"' , A', A' ec. Tutti i tri- 
angoli, che cosi risaltano, saranno isosceli al pari di AB Gì 
Eleviamo BE = R perpendicolare al triangolo ABC, indi 
costruendo il quadrato AB£D » si congiungano i punti E e D 
eon G. Ne risulterà una piramide P, la cui misura verrà 
data da 

3 3 
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Dai punti B', B", B'\ . . ; A' , A", A'". . ., eleviamo delle 
perpendicolari ad ABG sino ad incontrare gli spigoli oppo- 
sti CEy CD. La piramide P sarà così decomposta in tanti 

' Wonchi di piramide infinitamente sottili. Consideriamone una; 
quella che ha per altezza B"B'"; la sua misura sarà 

avendo trascurato le' potenze dell* infinitesimo superiori 

alla lineare. La somma dei valori di tutti questi tronchi, ci 
darà la misura della piramide P» ossia 

(e) . 2 ^^'A*=P=x • 



**' *" 

. Sostituendo questo valore in (7) , avremo 

X=zC^^n~ ; Y=0 ; Z~0 ; 
e chiamando M la massa della sfera AG, avremo • 

« 

onde 

M ^ 

(10) X^C ; Y=:0 ; Z = 0 ; 

um sfera attrae dunque un ^unto esterno, come se tutta la massa 
fosse rnmUa al eentro. 

Se il punto attratto fosse sulla superficie della sfera AC, 
le (8), per la sostituzione del. valore (e), si ridurrebbero 
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ossia, avuto in riguardo la (/*) 



M 

' ' ' 



(11) X=C^ ; Y=0 ; Z=0 , 



le quali corrispondono alle (10). 

Le (11) possono anche scrìversi cosà 

(11) Ì:=C^|irB ; Y=0. ; z4o ; 

le quali ci dicono che Vo^amm di una massa sferica sopra 

nn*^jaunto situato sulla sua superficie, è proporzionale al suo 
raggio. > 

Se il ponto fosse interno» le (9) qi darebbero 

lia, chiamando M' la massa della sfera di raggio E' ; 
0 anche 



X=C-„ ; Y=0 ; Z = 0 . ; 



V€Mramcne deUa sfera sul punto iniemo è proporMonale aUa 
disianza li' del punto stesso dal centro. 

Se il pu]||o attratto fosse situato al centro della sfera, 
siavrebbe^ 

X=0 ; Y=0 ; Z = 0 ; 

VaUr azione di una sfera su éU un punto situato al suo centro, 
è mtUa; ciò che per le cose premesse era facile di prevedere. 

« 

Scollo* Nei ragionamenti precèdenti abbiamo semp^re 

supposto ^ costante, cioè che la si'era fosse omogouea. 
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Le conclusioni a cui siamo giunti, sussisterebbero ugual- 
mente anche nella ipotesi di i yariabile, purché costante iu _ 
' ciascnno strato. 



8. 



Ora siamo al caso di determinare T attrazione reciproca 
di due sfere. l 

Sìeno OA e PS' (Fig, 1) due sfere; cia^n ptmto della 
sfera CA sarà attratto dalla PS', come se tutta la massa di 
questa fosse concentrata al suo centro P. 

_ 4 

Viceversa pel principio generi della reoMkme Wfuale e 
contraria alVazione, tutti i punti della sfera CA attrarranno 
li centro P della .PS' ; e V attrarranno, come se essi fossero 
tutti concentrati nel centro G. • 

Dunque le due sfere si attirano come ^e le loro masse 
fossero concentrate nei rispettivi loro centn. 

Corollario. Di qui viene che in astronomia n assuma 
per distanza reciproca di due corpi celesti, quella dei loro 
centri; e che questi centri sieno considerati come sede e come 
scopo della loro attrazione vicendevole. 
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